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d*une démonstration métaphysique 

DU PRINCIPE GÉNÉRAL DE L*EGUILIBRE. 

par M. EULER. 


P L 

V^omme l’équilibre efl produit par l'a&ion des forces, il faut com- 
mencer par fixer la jufte idée des forces & de la manière donc elles 
agirent. Or on nomme force, tout ce qui efl capable de changer l'état 
des corps, tant de leur mouvement que du repos: car, puisque tout 
corps de foi- même demeure toujours dans le môme état, foit de re- 
pos ou de mouvement, s’il y arrive quelque changement, la caufe fub- 
fifte néceffairement hors du corps; & c’eft cette caufe, quelle qu’elle 
foit, qui efl nommée force. Dans chaque force il y a deux chofes à con- 
fidérer, laquantité & la direélion: par la quantité oncomprend com- 
bien une force efl plus grande ou plus petite qu'une autre, & la di- 
reélion nous donne à connoitre en quel fens chaque force agit fur les 
corps pour en troubler l’état. 

II. Pour mieux éclaircir cela, foit A un corps quelconque, fur le- 
quel agit une force quelconque fuivant la direélion E F : on com- 
prend que fi le corps étoit en repos, il feroit entraîné par cette force 
précisément félon la direction E F ; & s’il étoit en mouvement , il fe- 
roit détourné de fa route félon cette même direélion. Ainfi la di- 
re&ion efl toujours la ligne droite , fur laquelle la force tend à trans- 
porter le corps ; & cette tendance fuffit à déterminer la direéliou, 
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puisqu’il n'eft pas ici queftion du mouvement aCtael, qui fera impri- 
mé au corps par la force , ce qui demanderoit iàns doute une recher- 
che plus profonde, & qui neferoitplus du reflort de la Métaphyfi* 
que. Je me borne ici à fixer uniquement l’idée de la direction, fui- 
vanc laquelle une force agit fur un corps. 

III. Il eft aufH aifé de fe former une idée jufte de la quantité 
des forces en général : car, puisque la quantité ne fe connoit que par 
comparaifon, on n*a qu'à prendre une certaine force connuë au lieu 
de l’unité, qui fervira de mefure commune de toutes les autres forces. 

Ainfi prenant l’unité pour marquer cette force connue, lorsqu'on 
fçait le nombre, qui convient à la force EF, on aura une jufte idée 
de fa quantité ; puisque ce nombre indique, combien de fois la force 
E F contient en foi la force prife pour l'uni té. 

IV. On peut encore confidérer la chofe de cette manière. Qu’on Fig. a . 
conçoive au Corps A attachée la corde EF, à laquelle tient une 

barre M M à angles droits, qui foit tirée vers une autre barre 
fixe N N par un certain nombre de filets, ri, 22, 33, 44, 

&c. dont chacun ait une force de fe contracter égale à la force 
prife pour l’unité. Donc, fi N marque le nombre de ces filets, ce 
nombre marquera en même tems la force, dont le corps A fera tiré 
par la corde EF ; car toutes les forces , dont les filets tendent à fe 
contracter, concourent à approcher la barre MM de la barre immo- 
bile N N ; & partant, puisque leurs forces font égales chacun à 1, & 
leur nombre ~ N, la force totale, qui en réfulte pour entraîner le 
corps A avec la barre MM, fera~N, &la corde EF réprefentera en 
même tems la direction de cette force , qui agit fur le corps A. 

V. Cela pofé, il eft clair que l’aCtion de cette force confifte dans 
la contraction actuelle des filets 11, 22, 33, &c, & lorsque le corps 
A eft effectivement entraîné par la corde EF, l'sCtion fera d’autant 
plus grande, plus les filets feront devenus courts. Or je fuppofe 
ici, que les filets confervent toujours la môme force pour fe contrac- 
ter, 


ter, de forte que la force totale, qui réfultede Ieurunion, demeure con* 
ftamment “N. Ainfi le racourcilTement des filets fournira la plu* 
jufte mefure de i'a&ion de la force totale N : & partant fi nous fup- 
pofons, qu’ils fe foient contraftés de la quantité a, ou que la longueur 
de chacun foit diminuée de s, de forte que le corps A ait été entrainé 
par l’efpace “ z> cette action fera exprimée par le produit Nz, qui 
marque le raccourciflement total de tous les filets. 

VJ, Soit x la diftance du corps A au plan fixe NN, & b la lon- 
geur de la corde EF, qu’on doit confidérer comme une quantité con- 
fiante, &x-b indiquera la longeur de chaque filet. Donc la fem- 
me des longueurs de tous les filets enfemble fera “ N Qx~ éj), qui eft 
par conféqucnt la quantité, donc la diminution cft le véritable objet de 
la force, ou bien la force, entant qu’elle follicite le Corps A, tend à 
rendre cette quantité N(.v— b') de plus en plus petite. Or b étant 
une quantité confiante, l'aftion de la force confifte dans la diminution 
de la quantité N x ; car fi les filets fe contractent de la quantité z, on 
aura Njc pour la diminution de la quantité N*. 

VII. Voilà donc en quoi confifte, pour aîrfi dire, le but de la 
force N,‘ que nous confidérons ; c’eft de diminuer de plus en plus la 
quantité Njt, qui eft le produit de îa force N par la diftance du corps 
Â à la barre immobile N N. Or fl eft évident que cette di fiance ab- 
foluü n’entre point proprement dans la coufidêratlon ; car fi nous con- 
cevions la barre N N éloignée à toute autre diftance du corps A, la 
même contraction des filets produirait toujours la même diminution 
dans la quantité Nx, pourvû que cette barre foit toujours perpendi- 
culaire à la dire&lon EF, fuivant laquelle on conçoit, que le corps 
eft follicite par la force N. 

VIII, Ayant donné cette idée de l’a&’on de chaque force, on en 
tirera aifément ce principe général : 

Que toute force agit autant que {le peut. 
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& dès qu’on aura compris le fens de cette propofitionj on ne pourra 
refufer de l'admettre comme un Axiome. Car , puisque l’a&ion 
d’une force confifte dans la contra&ion des filets, dont nous conce* 
vons la force compofée ; ces filets ne ceïïeront pas de fe contrac- 
ter , tant qu’ils ne rencontrent pasun obftacle invincible, qui s’oppofe 
à leur contra&ion ultérieure : doue ces filets, & partant aufïi la force 
qui en eft compofée , agira autant qu’elle peut, ou que les circonftan- 
ces lui permettront d’agir. 

IX. Lorsqu'un corps, ou un fyftème de corps, eft en équili* 
bre, puisque les forces donc il eft follicité, font tellement oppofées 
entr'elles, qu’elles ne fçauroient agir, ou remuer le corps, il faut 
que l’avion des forces foit la plus grande, on que les filets, dont nous 
concevons les forces compofées, fe trouvent dans leur plus grande con- 
traction, de force qu'il feroic impoftible qu’elles fe contra ftafTent da- 
vantage. Ainfi un corps, ou fyftème de corps, fera en équilibre, lors- 
qu’il eft difpofé en forte avec les forces dont il eft follicité, que la 
contraction des filets eft la plus grande, ou que la fomme des lon- 
gueurs de tous les filets pris enfemble foit la plus petite qu'il eft 
pofïible. 

X. Qu’on confidére une force quelconque, qui concourre avec 
d’autres forces, pour maintenir un corps en. équilibre; & foit eette 
force “ N. Qu’on prenne à volonté fur la direction de cette force 
un point fixe, & foit x la diftance de ce point à celui du corps, au- 
quel la force eft appliquée, & nous avons vu, que par la contraétion 
des filets fus-mentionnés cette quantité N x devient diminuée. Donc, 
fi l’on affemble dans une fomme ces formules Nx, qui couviennent à 
chacune des forces Sollicitantes, cette fomme doit être la plus petite, 
puisque la contrattion de tous les filets pris enfemble doit être la plus 
grande dans le cas d’équilibre. 

XI. La force de ce raifonnement confifte en ce que nous réduifons 
toutes les forces à un certain nombre de filets ferablables & égaux en- 
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tr*eux , qui par leur force contraftive compofent les forces mêmes. 
Ainfi, lorsque le corps qui foutient l’a&ion des forces, eft en é qui li- 
bre , il faut en vertu de nôtre axiome , que tous ces filets fe trouvent 
dans leur plus grande contraction. Car, s'il étoit poflible qu'ils fe con* 
traÛaflent davantage, ils le feraient, de partant le corps ne ferait 
pas en équilibre. Donc, fi le corps eft en équilibre, îl s'enfuit néces- 
sairement, que les filets ne fauroient recevoir une plus grande con- 
traction, ou ce qui revient au même, que la fomme de toutes les 
forces follicitantes foit la plus petite. 

XII. Voilà donc une régie générale pour tous les équilibres des 
corps, qui font follicités par des forces quelconques, pourvu que 
ces forces foient confiantes, ou qu’elles tirent avec les mêmes efforts, 
z quelques diftanccs que les corps fe trouvent à leur égard. Suivant 
cette régie on conlidérera chaque force à part, on prendra fur fa di- 
rection un point fixe, & on multipliera la force par la dîftance de ce 
point au lieu de l’application de la force. Enfuitc on aflemblera tous 
ces produits dans une fomme, laquelle fera un Minimum dans le cas 
d’équilibre. Réciproquement donc on pourra déterminer, par la Mé- 
thode des plus grands & plus petits, l’état d’équilibre , lorsque les 
forces font confiantes; ou que la quantité N qui a exprimé jusqu’ici 
la force, n’eft pas dépendante delà quantité jr, qu’on confidére ici 
comme variable. 

XIII. Decetteefpeceeftla force de la gravité, entant quenousfai- 
fonsabftraftion de fa variation, qu’elle fubit en des diftances ou plus 
grandes, ou plus petites, du centre de la Terre. Donc fi nous confidérons 
un corps quelconque A B, dont les parties ne foyent follicitées que par 
la gravité, nous envilàgerans chaque particule M féparément, qui 
étant follicitée fuivant la direction verticale MP, nous y prendrons 
à volonté un point fixe P, qui foit dans la ligne horizontale N N, 
nous p o ferons la diftance MP”* ; & nommant la malle de la par- 
êcuIeM— </M, ce 4M exprimera en même teins le poids de la 
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particule M, ou la force dont elle eft follicitée fuivant M P : doue 
fera leproduit N* pour cette particule; & partant la femme de 
cous les xdM, qui réfultent de tontes les particules du corps, fera la 
plus petite, lorsque le corps fe trouve en équilibre. 

. XIV. Mais on fçait que la femme de tous les exprime 
leproduit du poids entier du corps par la diftance de fon centre de 
gravité à la même ligne horizontale NN. Pofant donc M pour le 
poids du corps, dont G foit le centre de gravité, & GH là diftance de 
de NN, le produit M. G H étant égal à la femme de tous lea 
xdM, fera un Minimum en cas d'équilibre. D'où l’on voit que les 
corps péfans ne fçauroient être en équilibre, à moins que leur cen- 
tre de gravité ne fe trouve aulïî bas qu’il eft pofiîble. Ainfi ce 
grand principe de la plus grande defeente du centre de gravité, connu 
depuis longtems, fans qu’il eut été jamais démontré , eft une fuite né- 
ceflaire de ce que je viens d'établir. 

XV. Mais la régie établie jusqu’ici ne peut être appliquée 
qu’aux forces, quiagiflent avec le même effort à toutes diftances, 
ou qui font confiantes. Car, fi les forces ne font pas confiantes, leur 
réfolucion en des filets employée cy-deffous n’a plus lieu, ou bien 
il faudra fuppofer le nombre des filets variable, pendant qu’ils fe con- 
tractent. Pour cet effet ce que nous avons pofé cy-deffus ~Nx 
doit être décompofé dans fes élémens N^jt; & puisque pour chaque 
diftance x la force ou le nombre des filets eft variable, foit elle — P, 
& ayant P dx pour l’élément de la diftance dx y l’intégrale fVdx fera 
la jufte valeur, qui doit être prife au lieu de N lorsque la force eft 
variable. 

XVI. Pour mettre cela dans un plus grand jour, on n’a qu’à re- 
garder, comment les formules N ^ tirées des forces confiantes devien- 
nent un Minimum . Or cela arrive, lorsque leurs différentiels N dx 
pris enferoble évanouïffent,' & dans ces différentiels il n’eft plus ques- 
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tion, £ la force N eft confiante ou non. Donc, fi la force eft variable, 
fa voir zz P, on aura P dx au lieu de 'Hdx pour en égaler la Tomme 
à zéro ; d’où il eft évident, que la formule qui devient alors un Mini - 
w um, fera compofée de ces formules f?dx ; qu’on doit tirer de cha- 
cune des forces follicitantes ; où il eft clair que dans le cas des forces 
confiantes, ou de P zz N, on aura les mêmes formules N* pour 
rendre un Minimum , que nous avons trouvées cy-deflus. 


XVII. Voici donc Je Principe univerlfe! , qui convient à tout 
état d’équilibre, & dont la vérité vient d’étre déduite des axiomes, 
que perfonne nefçauroit révoquer en doute. En vertu de ce principe 
on confidérera chaque force dont le corps en équilibre eft follicité fé- 
parément en cette manière: foient P, Q, R, &c. les forces, qui 
agiflentfur le corps M félon les direftions AF, BG, CH; fur les- 
quelles on prenne des points fixes F, G, H à volonté; & ayant nom- 
mé les diftances AF“x, B G — y, CH~z, l'état d'équilibre aura 
toujours cette propriété , que la fomme des formules f'? d x 
—J— /'Q.dy — f- /'R dz &c. y eft un Minimum , 


XVIII. On voit bien qu’il eft indifférent dans cette recherche, 
à quelque diftance on veuille prendre ces points F, G, H, pourvu 
qu’ils foyent regardés dans le calcul comme fixes; car les différen- 
tiels dxy dy , dx, demeureront toujours les mêmes. Or lorsque 
les forces font variables, comme on confidére les forces centrales, en 
les exprimant par de certaines fondions des diftances à leurs centres, 
il conviendra pour la commodité du calcul de prendre les points 
F, G, H, dans les centres mêmes des forces. Ainfi,s'il étoit P — 
ax n , Q — à y & R zzya”, J’expreffion à rendre un Minimum 
feroit, 
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& cette recherche du Minimum fe fera aifément dans tous les cas où 
4e telles forces fe trouvent. 

XIX. Puisque chaque force P fournit dans le calcul une telle 
formule f^dx > cette valeur eft indubitablement quelque chofe de 
bien effentiel- à l’a ion des forces, puisque c’eft d’elle que dépend 
uniquement l’équilibre, de forte que, pourvu qu’on ait la valeur f?dx, 
fans avoir égard à la force même, on eft en état de déterminer l’équi- 
libre ; ou bien la quantité/Tef* concourt effentiel lement à former 
l'équilibre. Il eft donc très raifonnable de donner à cette quantité un 
nom particulier , qui convienne à Ton emploi ; & il me femble que ce- 
lui d 'effort n’exprime pas mal la nature de cet emploi. 

XX. Pour juger donc de l’équilibre, jl s’agit d’abord de trou* 
ver l’effort, qui convient à chaque force follicitante ; pour cet effet 
ayant pris fur la direction de la force un point fixe F, & mis la diftan* 
ce A Fur*, on n’a qu’à multiplier la force même P par le différentiel 
de cette diftance dx } & l’intégrale /'P dx fera l’effort de la force P. 
Alors le principe univerfèl de l’équilibre, que nous venons de démon- 
trer, fera renfermé dans cette régie bien fimple: 

Que U ftmme de tous les efforts , Auxquels un corps en équilibre 
eft ajj ijetti , ft un Minimum. 

XXI. Lorsque le corps, dont on cherche l’état d’équilibre, eft 
fléxible ou môme fluide, il en faut confidérer Jëpsrément tous les 
élémens, & les forces, dont ils font follicités ; pour en tirer d’a- 
bord les efforts, auxquels chaque élément eftaffujetti. Enlùiteon 
trouvera par le calcul intégral la fomme de tous les efforts, ou l’ef- 
fort total, qui agit fur le corps, & qui étant rendu un Minimum^ mon- 
trera les conditions de l’équilibre. L’application que j’ai déjà faite 
de ce principe à une infinité de cas différens, tant par rapport à la na» 
ture des corps, qu’à la diverficé des forces, en fait fuffijàmment voir 
l’importance, & les grands avantages, qu’on a encore lieu d’en efpéren 
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XXII* Je finirai par une remarque, qui ne contribuera pas peu à com- 
prendre plus diftinCtement, comment ce principe eft lié avec l’état d’é- 
quilibre. Cette remarque porte, qu’on n’a pas befoin d’introduire 
dans le calcul de l’équilibre les forces, qui attachent le corps à un ob- 
jet fixe, ou qui le tiennent arrêté. Ainfi, pour trouver par cette mé- 
thode la courbure d’une chaîne fufpenduë , on ne regardera pas les 
forces, que foutiennent les clous, desquels la chaîne eft fufpenduë; & 
lorsqu’il eft queftion de l’équilibre d’un fluide renfermé dans un vais- 
feau, il n’eft pas nécefiaire.de confidérer les forces dont le va i fléau 
eft preCTé par le fluide. Mais dans l'un & l'autre cas il fufiira de confî- 
dérer les feules forces de la gravité pour en déterminer l’état 
d’équilibre. 

XXIII. La raifon de cette différence fe comprend aifément par 
la manière dont nous avons confidéré l’aftion des forces, qui confi- 
ftoit dans la contra Ction des filets. Ainfi, s’il y a des forces à l’aftion 
desquelles le corps ne fçauroit obéir , comme font celles , dont le 
corps eft foutenu, ou arrêté, ou attaché à un objet immobile, telles 
forces n’entreront point dans nôtre calcul, ou bien leurs efforts doi- 
vent être confidérés comme évanouifians , puisque les partie* du 
corps qui en font arrêtées, font effectivement immobiles. Donc, ce* 
forces étant exclues, il ne refte que les forces qui font capables d'im- 
primer au corps quelque mouvement, qu’on doit confidérer pour re- 
chercher l’état d’équilibre, en prenant leurs efforts, & rendant leur 
Comme un Minimum* 
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